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Vetores “dentro”’ de matrizes

Tome uma matriz 3 x 4

1 4 -3 0
-2 9 4 9
T V2 e"—9 0

@ As linhas sdo vetores de R*.

@ As colunas s3o vetores de R3.
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Vetores de R"

S3o linhas ou colunas?

Nos pensamos nos vetores de R” como “tuplas ordenadas de nimeros reais’.

Elas podem ser ordenadas
o Da esquerda para a direita;
@ Ou de cima para baixo
Formas equivalentes de representar um mesmo vetor:
X1

X2
X3

I

(x1,%2,x3) = [x1 x2  x3]

S6 ndo misture formas diferentes!
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Espaco linha

O espaco linha de uma matriz m x n

a11 a2 dln

azi ap - azn
A= [aij],j =

dml d4m2 - Aamn

é o subespaco lin(A) de R" gerado pelas linhas de A:

lin(A) = <{(3117312, .,a1n)s (@21,322, - - -,@2n), - - -5 (@m1,@m2,- - - amn)}>
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Espaco linha

O espaco linha de uma matriz m x n
A= [aij],j =

73[777

é o subespaco lin(A) de R" gerado pelas linhas de A:

lin(A) = <{al,ag, .. .,am}>

L. G. Cordeiro (UFSC) Algebra Linear, aula 8 Espacos de matrizes 5/34



Espaco coluna

O espaco coluna de uma matriz m x n

a11 a2 dln

azi ap - azn
A= [aij],j =

dml dm2 - Aamn

é o subespago col(A) de R™ gerado pelas colunas de A:

col(A) = <{(31173217 coam), (812,222, . . - ,am2), - - -, (a1n,@2n,- - -, amn)}>
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Espaco coluna

Escrevendo vetores como colunas: O espaco coluna de A é

a11 a12 dln

ani a» azn
col(A) = y R

amil am?2 dmn
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Espaco linha

O espaco coluna de uma matriz m x n

A:[afj]ij: g G - Cp

é o subespago col(A) de R" gerado pelas colunas de A:

col(A) = <{C1,Cz7 . -,Cn}>
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Espaco linha

Calculando uma base

Seja
2 9 -—-10 4
A= 11 6 4 8
-2 -11 -2 -12

Vamos encontrar uma base para lin(A):

@ Adicionamos o primeiro vetor:

{(2,9,-10,4)}.
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Espaco linha

Calculando uma base

2 9 -—-10 4
A=11 6 4 8
-2 -11 -2 -12

@ Tentamos adicionar o segundo vetor:

2 1 10
9 6 escalona. [0 1
—10 4 0 0
4 8 0 0

OK: {(2,9,-10,4),(1,6,4,8)}.
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Espaco linha

Calculando uma base

A=

2 9 -10
1 6 4
-2 —-11 =2

@ Tentamos adicionar o terceiro vetor:

2
9
—10
4

1
6
4
8

-2
—11 escalona
-2
—12

—12

1
0
0
0

O O = O

WlAW|—

o O

NAO OK: continua com {(2,9, —10,4),(1,6,4,8)}.
{(2,9,-10,4),(1,6,4,8)} é base de lin(A).
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Espaco linha

Mas e se escalonarmos A?

2 9 —10 4 1 6 4 8
A=|1 6 4 8 % 2 9 —10 4
2 11 -2 —12

1 6 4 1 8
Lol g 3 18 —12 %3”“%3 —18 ~12
2 11 -2 12 4
1 6 4 16 4 8
Lol g 1 6 4 | BBR7LG 1 6 4
0 -3 —-18 —12 000 0
10 -32 —16
L176L2~)L1 0 1 6 4
00 0 O
Y
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Espaco linha

Mas e se escalonarmos A?

1 0 —32 -16
A escalona 0 1 6 4
00 O 0

@ Em cada passo aplicamos uma operacdo elementar nas linhas:

e Trocar linhas de posi¢do
e Multiplicar matrizes por nimeros no nulos;
e Somar linhas a outras.

@ Ap6s cada passo, as novas linhas sdo combinacdes lineares das antigas

@ Mas operagdes elementares sdo inversiveis, logo as linhas antigas s3o
combinacdes lineares das novas.
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Espaco linha

Mas e se escalonarmos A?

@ O espaco linha da forma escalonada é o mesmo que o da matriz
originall

@ A forma escalonada tem uma base clara para o espaco linha.
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Espaco linha

Achando uma base; modo alternativo

Teorema

Seja A uma matriz m x n e E uma forma escalonada de A.
Ent&o as linhas ndo-nulas de E formam uma base para lin(A).

Ja sabemos que as linhas n3o-nulas de E geram lin(A).
Falta verificar que sdo LI:
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Espaco linha

Achando uma base; modo alternativo

E é escalonada, e entdo tem a forma

A1
0 A2
E= 0 0 A3
com \; # 0.
Se tivermos uma combinacdo linear nula das linhas:
o [ ) VT T T Y. . - ]
+as [ 0 S Y Y } = [0 0}
+a3 [ 0 N TR ]
= [ Q1AL e K ek } = [0 0}
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Espaco linha

Achando uma base; modo alternativo

Entdo ayA\; = 0.

Como A1 # 0, entdo a1 = 0.

+an [ 0o --- Ao M= 4 ] 8 [0 0]
+as [ 0 --. 0 R N3 ]
= [ 0 -+ aohy -+ % ] — [0 0]

Entdo axXp =0
Como Xy # 0, entdo ap = 0.
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Espaco linha

Achando uma base; modo alternativo

Repetindo este processo, o; = 0 para todo i.

As linhas n3o-nulas de E s3o LI, aléem de serem geradoras, logo uma base
para lin(A).
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Espaco linha

Aplicando o teorema

10
A=|1 6 4 g |&=alnalyg 1 6 4
o 11 -2 —12 00

Portanto, {(1,0,—32,—-16),(0,1,6,4)} & uma base de lin(A).
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Espaco coluna

Achando uma base

E o que escalonar faz nas colunas?

opera¢des elementares multiplicar a esquerda
nas linhas por matrizes inversiveis
2 9 -—-10 4
A=|1 6 4 8
-2 11 -2 -12
010 2 9 -—-10 4 1 6 4 8
L2<—>L1
— |1 0 O 1 6 4 8 =12 9 -—-10 4
00 1][-2 —-11 -2 -12 -2 —11 -2 -12
Ly2lysl, | L 0 O][1 6 4 1 6 4 8
-2 10/|2 9 -10 =|0 -3 -18 -12
0 0 1f|-2 —-11 -2 -12 =2 =11 -2 =12
L3420y —Ls 1 00 1 6 4 8 1 6 4 8
— |0 1 0 0o -3 -—-18 —-12f = |0 -3 -—-18 -12
02 1/|-2 —-11 -2 -12
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Espaco coluna

Achando uma base

1 6 4 8
A— [0 -3 —18 -12

01 6 4
100][1 6 4 8 1 4 8
L3<—>L2
B0 00 0 1]lo =3 —18 —12| =]0 1 6 4
0o10/lo 1 6 a4 0 -3 —18 —12
1 00|11 6 4 8 16 4 8
Ls+3Lp—L
S8 g 1 olloo 1 6 a4 |=1016 4
03 1/|o -3 —18 —12 0000
L6laiy L 6 0L 6 48 10 -32 —16
AP 1 1 ollo 16 4/=01 6 4
0 0 1/l0 00 0 00 0 0
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Espaco coluna

Achando uma base

Entdo para escalonar uma matriz A, a estamos multiplicando a esquerda
por uma matriz J inversivel:

JA=J|lag - cy|l =1|Jcg -+ Jcg
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Espaco coluna

Achando uma base por escalonamento

Teorema

Sejam A uma matrix m x n e E uma forma escalonada de A.
Ent3o as colunas de A que correspondem as colunas que contém os pivés
de E formam uma base para o espaco coluna de A.

SPG E reduzida.

Temos E = JA para alguma J inversivel.
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Espaco coluna

Achando uma base por escalonamento

[0 1 0 0
0 1
E=1o 0 1
I | | |
= €1 (S5} €K
| | |

Os vetores nas colunas com pivds de E s3o vetores da base canénica de
R™, logo uma base para col(E).
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Espaco coluna

Achando uma base por escalonamento

Como
_ -1
A=J"E
_ -1
— J e e . € N'o o ek
\ \ \
= J_lel J_lez J_lek s
\ \ \
as colunas correspondentes de A sdo aj = J e, i=1,..., k.
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Espaco coluna

Achando uma base por escalonamento

@ ai,...,a, geram col(A): Se ¢ € uma coluna de A,entdo Jc é uma
coluna de E.
Logo

k
Jc = Z )\,-e,-,
i=1

pois {e1,...,ex} gera col(A). Assim,

k k
c= Z)\,‘Jilei = Za,-.
i=1 i=1
Portanto, ai, ..., ax geram col(A).
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Espaco coluna

Achando uma base por escalonamento

@ ai,...,a sdo LI: Se Zf'(:l «aja; = 0y, entdo

k k
Om = JOm = JZO&,‘Q,‘ = Za,-Ja,-
j i=1

i=1
k
= § Q;é€j,
i=1

logo ay =ap =--- =a, =0.
Portanto, ai, ..., a) sdo LI.

Provamos que aj, ..., ax sdo LI e geram col(A), ou seja, sdo uma base.
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Espaco coluna

Aplicando o teorema

2 9 —10 4 15610
A=|1 6 4 g |&=a@lnaiy 1 6 4
2 ~11 -2 -—12 00

Portanto, {(2,1,—2),(9,6,—11)} & uma base de col(A)

2 9
(Em formato de “vetor-coluna”, 11,] 6 é uma base para
-2 —11

col(A).)
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Espacos nulo e conulo

O espaco nulo de uma matriz m x n A & o espaco solugdo nul(A) do
sistema

X1
X2
A . W 0m><1‘

Xn

O espaco conulo de A é o espaco solugdo conul(A) do sistema

[Xl Xm]A:01><n-
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Espacos nulo e conulo
Propriedades

Se A € Mpxn(R),
o nul(A) ={xeR™: A x

mXxn?¥nx1 m><1

} é subespaco de R".
@ conul(A) é subespago de R™.
e conul(A) = {X e R*M: xA = len}

= {x e RM>™: (xA)T = OIT}
= {x e RXM . ATXT = Onxl}
=y eR>™™: ATy =0,
= j:(AT) \ }
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Espacos nulo e conulo

Como achar base?

Para achar uma base:
@ Resolva o sistema associado.
@ Escreva a solucdo geral em forma paramétrica.

@ Isso se resume a escalonar a matriz.
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Espaco nulo

Um exemplo

2 9 —10 4 10
A=|1 6 4 g | =@y 1 6 4
2 —11 -2 -12 0 0

~ . T
A solugdo geral do sistema Ax =0, com x = [x1 X2 x3 x| ,é

x; = 32x3+ 1bxg
X2 = —bxz3—4xy

logo

(X17 X2, X37X4) 5 (32X3 + 16X47 _6X3 Y 4X47X37X4)
— x3(32, -6,1,0) + xa(16, —4,0,1)

Portanto {(32,-6,1,0),(16,—4,0,1)} & base de nul(A).
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Espaco conulo

Um exemplo

2 9 -10 4
A=11 6 4 8
-2 -1 -2 -12

Resolver xA = 0 equivale a resolver ATy = 0:

2 1 -2 1
AT _ 9 6 —11 escalona_ |0
—-10 4 -2 0
4 8 -—-12 0
A solugdo geral do sistema ATy =0, com y = [y
1

yi = §Y3

Y2 = §Y3
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Espaco conulo

Um exemplo

i

Y2

Assim,

(y1,y2,y3) = (

B

3Y3

W W

273

4
5Y3,5Y3,)3

3

14
=21
3’3’)

Portanto {(;, g, 1) } é base de conul(A).
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