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Vetores “dentro” de matrizes

Tome uma matriz 3× 4  1 4 −3 0
−2 9 4 −9
π
√
2 eπ − 9 0


As linhas são vetores de R4.
As colunas são vetores de R3.
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Vetores de Rn

São linhas ou colunas?

Nós pensamos nos vetores de Rn como “tuplas ordenadas de números reais”.

Elas podem ser ordenadas
Da esquerda para a direita;
Ou de cima para baixo

Formas equivalentes de representar um mesmo vetor:

(x1, x2, x3) ∼=
[
x1 x2 x3

] ∼=
x1
x2
x3

 .
Só não misture formas diferentes!
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Espaço linha

O espaço linha de uma matriz m × n

A = [aij ]ij =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


é o subespaço lin(A) de Rn gerado pelas linhas de A:

lin(A) = 〈{(a11,a12, . . . ,a1n), (a21,a22, . . . ,a2n), . . . , (am1,am2,. . . , amn)}〉
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Espaço linha

O espaço linha de uma matriz m × n

A = [aij ]ij =


a1
a2
...
am


é o subespaço lin(A) de Rn gerado pelas linhas de A:

lin(A) = 〈{a1, a2, . . . , am}〉
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Espaço coluna

O espaço coluna de uma matriz m × n

A = [aij ]ij =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


é o subespaço col(A) de Rm gerado pelas colunas de A:

col(A) = 〈{(a11,a21, . . . ,am1), (a12,a22, . . . ,am2), . . . , (a1n,a2n,. . . , amn)}〉
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Espaço coluna

Escrevendo vetores como colunas: O espaço coluna de A é

col(A) =

〈

a11
a21
· · ·
am1

 ,

a12
a22
· · ·
am2

 , . . . ,

a1n
a2n
· · ·
amn



〉
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Espaço linha

O espaço coluna de uma matriz m × n

A = [aij ]ij =

c1 c2 · · · cn


é o subespaço col(A) de Rn gerado pelas colunas de A:

col(A) = 〈{c1, c2, . . . , cn}〉
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Espaço linha
Calculando uma base

Seja

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 .
Vamos encontrar uma base para lin(A):

Adicionamos o primeiro vetor:

{(2, 9,−10, 4)} .
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Espaço linha
Calculando uma base

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 .
Tentamos adicionar o segundo vetor:

2 1
9 6
−10 4
4 8

 escalona−−−−−→


1 0
0 1
0 0
0 0


OK: {(2, 9,−10, 4), (1, 6, 4, 8)}.
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Espaço linha
Calculando uma base

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 .
Tentamos adicionar o terceiro vetor:

2 1 −2
9 6 −11
−10 4 −2
4 8 −12

 escalona−−−−−→


1 0 −1

3
0 1 −4

3
0 0 0
0 0 0


NÃO OK: continua com {(2, 9,−10, 4), (1, 6, 4, 8)}.

{(2, 9,−10, 4), (1, 6, 4, 8)} é base de lin(A).
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Espaço linha
Mas e se escalonarmos A?

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 L2↔L1−−−−→

 1 6 4 8
2 9 −10 4
−2 −11 −2 −12


L2−2L1→L2−−−−−−−→

 1 6 4 8
0 −3 −18 −12
−2 −11 −2 −12

 L3+2L1→L3−−−−−−−→

1 6 4 8
0 −3 −18 −12
0 1 6 4


L3↔L2−−−−→

1 6 4 8
0 1 6 4
0 −3 −18 −12

 L3+3L2→L3−−−−−−−→

1 6 4 8
0 1 6 4
0 0 0 0


L1−6L2→L1−−−−−−−→

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0


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Espaço linha
Mas e se escalonarmos A?

A
escalona−−−−−→

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0



Em cada passo aplicamos uma operação elementar nas linhas:
Trocar linhas de posição
Multiplicar matrizes por números não nulos;
Somar linhas a outras.

Após cada passo, as novas linhas são combinações lineares das antigas
Mas operações elementares são inversíveis, logo as linhas antigas são
combinações lineares das novas.
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Espaço linha
Mas e se escalonarmos A?

O espaço linha da forma escalonada é o mesmo que o da matriz
original!
A forma escalonada tem uma base clara para o espaço linha.
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Espaço linha
Achando uma base; modo alternativo

Teorema
Seja A uma matriz m × n e E uma forma escalonada de A.
Então as linhas não-nulas de E formam uma base para lin(A).

Já sabemos que as linhas não-nulas de E geram lin(A).
Falta verificar que são LI:
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Espaço linha
Achando uma base; modo alternativo

E é escalonada, e então tem a forma

E =


· · · λ1 · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · 0 · · · λ2 · · · · · · · · ·
· · · 0 · · · 0 · · · λ3 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


com λi 6= 0.
Se tivermos uma combinação linear nula das linhas:

α1
[
· · · λ1 · · · · · · · · · · · · · · ·

]
+α2

[
· · · 0 · · · λ2 · · · · · · · · ·

]
=

[
0 · · · 0

]
+α3

[
· · · 0 · · · 0 · · · λ3 · · ·

]
...

⇒
[
· · · α1λ1 · · · ? · · · ? · · ·

]
=

[
0 · · · 0

]
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Espaço linha
Achando uma base; modo alternativo

Então α1λ1 = 0.

Como λ1 6= 0, então α1 = 0.

0
[
· · · λ1 · · · · · · · · · · · · · · ·

]
+α2

[
· · · 0 · · · λ2 · · · · · · · · ·

]
=

[
0 · · · 0

]
+α3

[
· · · 0 · · · 0 · · · λ3 · · ·

]
...

⇒
[
· · · 0 · · · α2λ2 · · · ? · · ·

]
=

[
0 · · · 0

]
Então α2λ2 = 0

Como λ2 6= 0, então α2 = 0.
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Espaço linha
Achando uma base; modo alternativo

Repetindo este processo, αi = 0 para todo i .

As linhas não-nulas de E são LI, além de serem geradoras, logo uma base
para lin(A).
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Espaço linha
Aplicando o teorema

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 escalona−−−−−→

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0


Portanto, {(1, 0,−32,−16), (0, 1, 6, 4)} é uma base de lin(A).
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Espaço coluna
Achando uma base

E o que escalonar faz nas colunas?

operações elementares
nas linhas

⇐⇒ multiplicar à esquerda
por matrizes inversíveis

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12


L2↔L1−−−−→

0 1 0
1 0 0
0 0 1

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 =

 1 6 4 8
2 9 −10 4
−2 −11 −2 −12


L2−2L1→L2−−−−−−−→

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 1 6 4 8
2 9 −10 4
−2 −11 −2 −12

 =

 1 6 4 8
0 −3 −18 −12
−2 −11 −2 −12


L3+2L1→L3−−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 2 1

 1 6 4 8
0 −3 −18 −12
−2 −11 −2 −12

 =

1 6 4 8
0 −3 −18 −12
0 1 6 4


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Espaço coluna
Achando uma base

A
···−→

1 6 4 8
0 −3 −18 −12
0 1 6 4


L3↔L2−−−−→

1 0 0
0 0 1
0 1 0

1 6 4 8
0 −3 −18 −12
0 1 6 4

 =

1 6 4 8
0 1 6 4
0 −3 −18 −12


L3+3L2→L3−−−−−−−→

1 0 0
0 1 0
0 3 1

1 6 4 8
0 1 6 4
0 −3 −18 −12

 =

1 6 4 8
0 1 6 4
0 0 0 0


L1−6L2→L1−−−−−−−→

1 −6 0
0 1 0
0 0 1

1 6 4 8
0 1 6 4
0 0 0 0

 =

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0


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Espaço coluna
Achando uma base

Então para escalonar uma matriz A, a estamos multiplicando à esquerda
por uma matriz J inversível:

A =

c1 · · · cn



JA = J

c1 · · · cn

 =

Jc1 · · · Jcn


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Espaço coluna
Achando uma base por escalonamento

Teorema
Sejam A uma matrix m × n e E uma forma escalonada de A.
Então as colunas de A que correspondem às colunas que contêm os pivôs
de E formam uma base para o espaço coluna de A.

SPG E reduzida.

Temos E = JA para alguma J inversível.
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Espaço coluna
Achando uma base por escalonamento

E =


0 · · · 1 · · · 0 · · · 0 · · ·
0 · · · 0 · · · 1 · · · 0 · · ·
0 · · · 0 · · · 0 · · · 1 · · ·
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


=

· · · e1 · · · e2 · · · ek · · ·


Os vetores nas colunas com pivôs de E são vetores da base canônica de
Rm, logo uma base para col(E ).
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Espaço coluna
Achando uma base por escalonamento

Como

A = J−1E

= J−1

· · · e1 · · · e2 · · · ek · · ·


=

· · · J−1e1 · · · J−1e2 · · · J−1ek · · ·

 ,
as colunas correspondentes de A são ai = J−1ei , i = 1, . . . , k .
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Espaço coluna
Achando uma base por escalonamento

a1, . . . , ak geram col(A): Se c é uma coluna de A,então Jc é uma
coluna de E .
Logo

Jc =
k∑

i=1

λiei ,

pois {e1, . . . , ek} gera col(A). Assim,

c =
k∑

i=1

λiJ
−1ei =

k∑
i=1

ai .

Portanto, a1, . . . , ak geram col(A).
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Espaço coluna
Achando uma base por escalonamento

a1, . . . , ak são LI: Se
∑k

i=1 αiai = 0m, então

0m = J0m = J
k∑

i=1

αiai =
k∑

i=1

αiJai

=
k∑

i=1

αiei ,

logo α1 = α2 = · · · = αk = 0.
Portanto, a1, . . . , ak são LI.

Provamos que a1, . . . , ak são LI e geram col(A), ou seja, são uma base.
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Espaço coluna
Aplicando o teorema

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 escalona−−−−−→

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0


Portanto, {(2, 1,−2), (9, 6,−11)} é uma base de col(A)

(Em formato de “vetor-coluna”,


 2

1
−2

 ,
 9

6
−11

 é uma base para

col(A).)
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Espaços nulo e conulo

O espaço nulo de uma matriz m × n A é o espaço solução nul(A) do
sistema

A


x1
x2
...
xn

 = 0m×1.

O espaço conulo de A é o espaço solução conul(A) do sistema

[
x1 · · · xm

]
A = 01×n.
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Espaços nulo e conulo
Propriedades

Se A ∈ Mm×n(R),
nul(A) =

{
x ∈ Rn×1 : Am × nxn × 1 = 0m × 1

}
é subespaço de Rn.

conul(A) é subespaço de Rm.
conul(A) =

{
x ∈ R1×m : xA = 01× n

}
=
{
x ∈ R1×m : (xA)T = 0T1× n

}
=
{
x ∈ R1×m : AT xT = 0n × 1

}
=
{
y ∈ R1×m : AT y = 0n × 1

}
= nul(AT )
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Espaços nulo e conulo
Como achar base?

Para achar uma base:
Resolva o sistema associado.
Escreva a solução geral em forma paramétrica.
Isso se resume a escalonar a matriz.
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Espaço nulo
Um exemplo

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12

 escalona−−−−−→

1 0 −32 −16
0 1 6 4
0 0 0 0


A solução geral do sistema Ax = 0, com x =

[
x1 x2 x3 x4

]T , é{
x1 = 32x3 + 16x4
x2 = −6x3 − 4x4

logo

(x1, x2, x3, x4) = (32x3 + 16x4,−6x3 − 4x4, x3, x4)

= x3(32,−6, 1, 0) + x4(16,−4, 0, 1)

Portanto {(32,−6, 1, 0), (16,−4, 0, 1)} é base de nul(A).
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Espaço conulo
Um exemplo

A =

 2 9 −10 4
1 6 4 8
−2 −11 −2 −12


Resolver xA = 0 equivale a resolver AT y = 0:

AT =


2 1 −2
9 6 −11
−10 4 −2
4 8 −12

 escalona−−−−−→


1 0 −1

3
0 1 −4

3
0 0 0
0 0 0


A solução geral do sistema AT y = 0, com y =

[
y1 y2 y3

]T , é
y1 =

1
3
y3

y2 =
4
3
y3
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Espaço conulo
Um exemplo


y1 =

1
3
y3

y2 =
4
3
y3

Assim,

(y1, y2, y3) =

(
1
3
y3,

4
3
y3, y3

)
= y3

(
1
3
,
4
3
, 1
)

Portanto
{(

1
3
,
4
3
, 1
)}

é base de conul(A).
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